Lineare Regression und Korrelation (s. auch Applet auf www.mathematik.ch)

Fragestellung: Die lineare Regression beschaftigt sich mit der folgenden
Fragestellung: Gegeben sind n Punkte (xi/y;),i=1,..,n im (X,y)-
Koordinatensystem (n > 1). Gesucht ist die lineare Funktion mit
Gleichung y = f(x) = ax + b, die die Punkte 'optimal annahert'.

Die Korrelationsrechnung bestimmt nun ein Mass dafur, ob die
Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen den x- und den y-
Werten sinnvoll ist.

Lernziele: 1. Bedeutung der 'optimalen’ Annaherung.

2. Definition und Berechnung von Mittelwert und Varianz der x-Werte
bzw. der y-Werte sowie der Kovarianz.

3. Bestimmung der Parameter a und b in der Geradengleichung
y=f(x)=ax+b.

4. Begriff des Korrelationskoeffizienten ry, und seine Bedeutung als Mass
fur die Qualitat eines linearen Zusammenhangs der x- und y-Werte.

5. Berechnung des Korrelationskoeffizienten ryy .

Vorgehen: Studium von Arbeitsblatt 1: Lineare Regression und das Arbeitsblatt 2:
Korrelationsrechnung.
Lernkontrolle: Losen der jeweils angegebenen Aufgaben.

Arbeitsblatt 1 : Lineare Regression

Bevor wir auf den Begriff 'optimal annahern' eingehen, wollen wir noch einige Formeln, die
von friher her bekannt sind, zusammenstellen: siehe auch DMK/DPK Formeln und Tafeln,
p. 85.

n n
Mittelwert der x-Werte: X = % > X Mittelwert der y-Werte: y = % 2.Yi
i=1 i=1

- L2 13 12 - L2 13 <12
Varianz der x-Werte: sy = — D (xj — X) Varianz der y-Werte: sy = = DYi-Y)
~i=1 i

Wie lasst sich nun der Begriff 'optimal annahern' mathematisch prazisieren? Als praktisch
brauchbar und auch theoretisch gut fundiert hat sich die Summe der Quadrate der
Abweichungen f(x;) - yi zwischen Funktionswert und y-Koordinate der Punkte (x; / yi)
herausgestellt. Wir definieren die Fehlerquadratsumme F :

n

Fi= Y(f(xi)-yi)? .

i=1

(axi + b —y;)?.
1

Da f(xj) = ax; + b, so wird F in Abhangigkeit von a und b zu F(a,b) =

n
i=

Wir suchen nun diejenige Gerade g, fur die diese Fehlerquadratsumme minimal ist. Es
sind also die zwei Unbekannten a und b zu berechnen. Mit Mitteln der hoheren
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Mathematik kann man zeigen, dass der Punkt (x/y ) immer auf dieser gesuchten Geraden
g liegt.

y
g:y=ax+b
y3 =y5|
y4 7
y1 1
y2 7
/
: : : — > X
x1 X2 x3 x4 x5

Da also y=f(x) =ax+ b, so lasst sich b durch a ausdriicken: b =Yy -aXx. Fistalso nur
noch abhangig von einer Variablen a:

n
F(@=>(axj+y—-ax —y; )2 . Da F(a) minimal werden soll, so bildet man die erste

i=1
Ableitung F'(a) {summandenweise Ableiten nach a, Kettenregel beachten!} und setzt sie
gleich Null:

n
F'(@) = Y.2(axj + y—ax —y;)-(x; —Xx) = 0. Division mit 2 und Ausrechnen der Klammer
i=1

n
liefert: > (ax? ~2aXx;+yx; —y X +ax? —x; y; + Xy;)= 0, also
i=1
n
(<Y Xj + Y X +X; yj —Xy;) . Berlicksichtigt man nx= > x; ,
1 i=1

M=

a(i(xiz _2Xx; +X2)) =
i=1 i

n
ny = > y; und die Rechenregeln fir Summen {konstante Faktoren nach vornel}, so gilt:

I
—

n n
a( z1x|2 —2nX%+n%X%) = -NXy+nXy-nxy +Z‘%xiyi . Die Steigung a berechnet sich
1= 1=
also zu
n ——
2. XiYi —nXy
a= ':n1 . b lasst sich dann aus a berechnen: b=y - ax (s. weiter oben).
> x? —nx?

Die Losung der Aufgabe 3 zeigt, dass F fur dieses a tatsachlich minimal wird.
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M=

Definiert man die Kovarianz ¢,y := % (X =Xx)(yj —y) und zeigt man, dass

1

1,9 o 2
Oy = 50 ZXM nxy) und sk =

‘ -

K —nx)

M:

(

-nX (siehe Aufgabe 2), so qilt fir die

—_

n_

i=1

Kovarianz _ Cxy

Steigung a der gesuchten Geraden: a = , = .
Varianz der x - Werte g2

Beispiel: x-Werte: 1
y-Werte: 1

NN
~ W
(&)}

Auf spezielle Darstellung zur Berechnung von Hand wird verzichtet, da spater die
gewunschten Grossen ohnehin vom Taschenrechner geliefert werden.

Mittelwert X =  (1+2+3+4) = 2,

n £.9
1 (1+2+44+5)=3

Mittelwert y

Varianz der x-Werte s2 =f (1-252%+(2-25)2+(3-252%+ (4-25))=

Varianz der y-Werte 332, =1 (1-3%+(2-3)2+(4-3)°+(5-3)%) =

3
Kovarianz ¢y = % ((-1.5) - (-2) + (-0.5) - (-1) +0.5-1+1.5-2) =

i
c 7
Steigung a = % = % g =1.4 , Achsenabschnitt b=3-14-25 = -0.5
sy = —
3

Die Gleichung der Regressionsgeraden g heisst also y = f(x) = 1.4x - 0.5
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Aufgaben zu Teil 1
Nr. 1:

Gegeben sind die folgenden vier Punkte: x-Werte 0 2 3 5
y-Werte 8 3 1 -2

Bestimme (ohne Mithilfe der speziellen Funktionen des Taschenrechners) die Mittelwerte

X undy, die Varianzen si und 55, die Kovarianz ¢,y und die Gleichung der

Ausgleichsgeraden g: y = f(x) =ax + b.

Nr. 2:

Beweise mit Hilfe der Rechenregeln fir Summen und der Definition der Mittelwerte:

. . 2 N R B L 2 x2
a) Fir die Varianz s§ der x-Werte gilt: s§ = — DX —x)° = (X7 —nXx*)
~ =1 i=1

=]
‘ -
=)

b) Fir die Kovarianz cyy gilt: cyy = ﬁ X =X)(y;—y) = - O xy; —nxy)
e =t
Nr. 3:
c
Im Theorieteil haben wir aus der Setzung F'(a) = 0 fir a den Wert a = % erhalten.
SX

Zeige mit Hilfe der zweiten Ableitung F"(a), dass F flr dieses a tatsachlich minimal wird.

Losungen
1. x=25 y=25 $5=4.333.. 82 =17.666... Cy =-8.666...
g y=-2x+7.5

2. 8) S0 -2 =302 - 2%+ K%)= 3x? — 2% Yo + $K2 =
i=1 i=1 i i

>

b) _Z%(Xi -X)(Yi —Yy)= .Z1(Xiyi - Xjy = XYj +Xy)=...= . 1xiyi -nXxy

n n
3. F'(@) =2 (x?-2xx; +X*)=2> (x; -X)? =2(n - 1)s% >0 (sogar fiir alle a)
i=1 i=1
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Arbeitsblatt 2 : Korrelationsrechnung

Aus dem Arbeitsblatt 1 ist das Verfahren, um flr jede beliebige Punktwolke (x;/ y;) , i
,n eine Ausgleichsgerade mit Gleichung y = ax + b zu bestimmen, bekannt. Die
Korrelationsrechnung gibt nun ein Mass daflr an, ob die Annahme eines linearen
Zusammenhangs zwischen den y - und den x-Werten sinnvoll ist. Dazu wird der sog.
Korrelationskoeffizient r,, definiert.

Im Arbeitsblatt 1 wurde die Fehlerquadratsumme F definiert:
n n

F:= Y (f(x;) - y;)? bzw. F(a,b)= > (ax; + b —y;)?.
i=1 i=1

Day=f(x)=ax+b,soist b=y -ax.

F ist also nur noch abhangig von einer Variablen a:
n n

Fa)= Y(axi+y-ax -y}’ = (@ -X) +§-y)* =
i=1 i=1

L. 2 - 2

2@%(xj = X) +2a(x; = X)(y - yi) + (¥ - ¥i)?)

i=1

Im Arbeitsblatt 1 wurde die Kovarianz ¢y als ¢y = % (X; —Xx) (yj — y) definiert.

RE

Fir die Steigung a der Geraden g folgte dann dort:

_ Kovarianz _ Cxy
Varianz der x— Werte 2

Setzt man nun a in die Fehlerquadratsumme F ein, so gilt:

n
F= 2 Sxy (X — %)% + 2 2y< - -yi)+ - i) -
Bericksichtigt man (n—1)s§:£:(xi—i)2, (n—1)s§=§:(yi_y)2,

i=1 i=1

n

(n=1)cCyy = > (xj —x)(yj — y¥) und die Rechenregeln fir Summen {konstante Faktoren
i=1

nach vornel}, so gilt:

oy 2 Xy 2 oy 2 cXy

—4(n—1)sx— 5 ( 1)cxy+(n—1)sy:(n—1)(sy——) (n-1)sy (1- 3 2)

Sx Sx X SxSy
Cxy

www.mathematik.ch (B. Berchtold) 5



Eigenschaften von ryy

2
c
1. -1 <y <1 denn: Fehlerquadratsumme F >0, also 2Xy2 <1
SXSy
C
2. rxy=a-S—X denn:a=%
Sy Sx
3. hy>0 < cy>0 < a>0 <« Regressionsgerade g hat positive Steigung.

hy<0 < cy<0 < a<0 <« Regressionsgerade g hat negative Steigung.

4, Je naher | rxy| bei 1, desto besser die Linearitat zwischen den x- und y-Werten,
denn je naher | rxy| bei 1, desto kleiner wird die Fehlerquadratsumme F.

5. Far \rxy\ =1 liegen alle Punkte (x; /yi) auf der Geraden g, denn F wird Null.

Das folgende Beispiel ist bereits von Arbeitsblatt 1 bekannt. Berechnet wird nun zusatzlich
der Korrelationskoeffizient.

Beispiel: x-Werte: 1 2 3 4 (n=4)
y-Werte: 1 2 4 5

Auf spezielle Darstellung zur Berechnung von Hand wird verzichtet, da spater die
gewunschten Gréssen ohnehin vom Taschenrechner geliefert werden.

Mittelwert X Z(1+2+3+4) =25
Mittelwert y = % (142+4+5) = 3
Varianz der x-Werte s2 =% (1-252%+(2-25)2+(3-25°%+(4-25))= g
Varianz der y-Werte 332, =% (1-3°%+(2-3%+(4-3%+(5-3))= %
Kovarianz ¢ = % ((-1.5) - (-2) + (-0.5) - (-1) +0.5- 1 +1.5-2) = %
, =
, _Cxy 3 7 : _ _
Steigunga = —-=7=-=14, Achsenabschnitt b=3-1.4-25 = -05
se 2 S
3
Die Gleichung der Regressionsgeraden g heisst also y = f(x) = 1.4x - 0.5
Korrelationskoeffizient r,y = a Sx = 14 ﬁ _ 4 ~ 09899 , also gute Korrelation.
Sy Jio 42
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Aufgaben zu Teil 2
Nr. 1:

Gegeben sind die folgenden vier Punkte: x-Werte 0 2 3 5
y-Werte 8 3 1 -2

Bestimme (ohne Mithilfe der speziellen Funktionen des Taschenrechners) die Mittelwerte
x und y, die Varianzen 3)2( und 332,, die Kovarianz c,, und die Gleichung der

Ausgleichsgeraden g: y = f(x) =ax + b.
Gib den Korrelationskoeffizienten ryy, an.

Nr. 2:

Gegeben sind die folgenden vier Punkte: x-Werte 1 2 3 4
y-Werte 1 -1 0 1

a) Zeichne die vier Punkte in ein Koordinatensystem.

b) Bestimme die Mittelwerte x und y, die Varianzen si und 35, die Kovarianz c,, und

die Gleichung der Ausgleichsgeraden g: y = f(x) = ax + b. Zeichne die Gerade g auch
ins Koordinatensystem.
Gib den Korrelationskoeffizienten ryy, an.

c) Ist die Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen den x- und den y-Werten
sinnvoll?

Losungen
1. X=25 y=25 s4=4.333.. s =17.666.. c. =-8.666...
g:y=-2x+7.5
ry =-0.9905 (sehr gute Korrelation)
2. a) -
b) X=25 y=025  s2=1.666.. s =0.91666.. Cyx = 0.1666...
gy=0.1x (b=0)
ry = 0.1348 (praktisch keine Korrelation)

C) Die Annahme eines linearen Zusammenhangs ist zu verwerfen!
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Arbeitsblatt 3 : Regression mit dem TI89

(Dieser Teil — auch die Aufgaben und die Lésungen - stammt von Walter Burgherr, Mathematiklehrer an der
Kantonsschule Reussbihl. Er wurde von mir auf den TI89 angepasst)

Im Arbeitsblatt 3 bearbeiten wir Probleme der linearen Regression mit dem
Taschenrechner. Dieser bietet ausserdem Moglichkeiten an, die Punkte (x; / y;) durch
Graphen anderer Funktionstypen (quadratische Fkt., kubische Fkt., biquadratische Fkt.,
Potenzfkt., Exponentialfkt., logarithmische Fkt.) zu approximieren (erweiterte Regression).

Lernziele: 1. Du kannst Datenreihen mit Hilfe des Matrix-Editors in den TI-89
eingeben und editieren.

2. Aus den Listen der x- und y-Werte kannst du die Koeffizienten der
Regressionsgeraden a und b, sowie den Korrelationskoeffizienten r
ermitteln.

3. Du weisst, wie eine optimal annahernde Potenz- , Exponential- oder
Logarithmusfunktion durch Zuruckfuhren auf lineare Regression
gewonnen wird.

4. Du kannst die entsprechenden Funktionsparameter mit dem Rechner
bestimmen.

5. Du erkennst, welche der angebotenen Funktionstypen den
Zusammenhang zwischen x- und y-Werten am besten wiedergibt.

Vorgehen: Bearbeite fur Dich das Arbeitsblatt 3: Regression mit dem Taschen-

rechner TI-89.
Lernkontrolle: Losen der weiter unten angegebenen Aufgaben.

Lineare Regression

Beispiel: Es sind die folgenden funf Punkte gegeben und im Koordinatensystem
dargestellt.

X: 1 2 5
y: 2 3 5

o
o ©

Zeichne eine Gerade (provisorische Regressionsgerade), die deiner Meinung nach optimal
an die Punkte angepasst ist (d.h. im Mittel mOglichst nahe an die Punkte herankommt) und
lies Steigung a und Achsenabschnitt b ab.
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T

a* a=
b* b=
Gib die x-Werte wie folgt in den TI89 ein:

wahle das Menu APPS (Applications)

wahle den Matrix-Editor

wahle New und dann Type Data

Gib einen Variablennamen ein, z.B. Re1

Gib nun die x Werte in Spalte c1 und die y-Werte in Spalte c2 ein

Wahle mit F5 das Untermenu CALC und aktiviere mit ENTER die Berechnung <LinReg>
Gib fur x ¢1und fury c2 ein.

Lies die Koeffizienten a, b der Regressionsgeraden y =ax + b und die Korrelation r ab
und vergleiche mit a und b.
Zeichne die korrekte Regressionsgerade in die Figur ein.

Andere den Punkt P3(5 / 5), indem du in der Spalte c; fiir y; den Wert 4 eingibst. Bestimme
wiederum a’, b’ und r’. Wie haben sich Regressionsgerade und Korrelation geandert?

Merke: Die Korrelation liegt zwischen -1 und 1: -1<r<1
Je naher die Korrelation r bei 1 oder bei -1 liegt, desto besser beschreibt die
lineare Funktion den Zusammenhang zwischen x- und y-Werten.

Regression mit Potenzfunktion y = a x°

Logarithmiert man die Funktionsgleichung y=ax’,

(Basis beliebig), so ergibt sich logy =log a + b log x

Falls Punkte (xi/yi) auf der Potenzkurve liegen, so liegen die entsprechenden Punkte
(log xi / log yi) auf der Geraden mit Steigung b und Achsenabschnitt log a.

Die Menuwahl CALC/<PwrReg> veranlasst, dass der Rechner flr die Logarithmen der
gegebenen x- und y-Werte eine lineare Regression durchfuhrt und daraus die Parameter
der Potenzkurve a und b bestimmt.

FUr die Korrelation r (der Logarithmen): siehe p.10 (*)
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Regression mit Exponentialfunktion y = a b*

Logarithmiert man die Funktionsgleichung y=ab”

so ergibt sich logy=loga+xlogb

Falls Punkte (xi/yi) auf der Exponentialkurve liegen, so liegen die Punkte (x; / log y;) auf
der Geraden mit Steigung log b und Achsenabschnitt log a.

Die Menuwahl CALC/<ExpReg> veranlasst, dass der Rechner fur die gegebenen x-Werte
und die Logarithmen der y-Werte eine lineare Regression durchfiihrt und die Parameter
der Exponentialkurve a und b angibt. Fur die Korrelation r: siehe (*).

Regression mit Logarithmusfunktiony =a + b In x

Falls Punkte (xi/yi) auf einer solchen Logarithmuskurve liegen, so liegen die Punkte (In
xi /'yi) auf der Geraden mit Steigung b und dem Achsenabschnitt a.

Die Menuwahl CALC/<LnReg> veranlasst, dass der Rechner fur die naturlichen
Logarithmen der x-Werte und die y-Werte eine lineare Regression durchflihrt und die
Parameter der Logarithmuskurve a und b angibt.

(*) Der TI89 gibt den Korrelationskoeffizienten r nur bei linearer Regression an. Will man
die entsprechenden r-Werte auch bei PwrReg, ExpReg und LnReg, so hat man die x-
Werte, bzw. y-Werte zu logarithmieren und entsprechend den Modellen eine lineare
Regression durchzufihren. Am einfachsten erstellt man dazu im Matrix-Editor eine
Kolonne c3=In(c1) und eine weitere Kolonne c4=In(c2).

Polynomische Regression

Durch Punkte (x; / yi) wird eine moglichst gut approximierende quadratische, kubische
oder Polynomfunktion hdheren Grades gelegt. Das Kriterium fur eine optimale Kurve ist
dasselbe wie bei der linearen Regression (Arbeitsblatt 1). Die Koeffizienten werden mit
Methoden der hoheren Mathematik bestimmt. Der Rechner TI-89 liefert quadratische,
kubische und Polynome vierten Grades. Menuwahl: <QuadReg>, <CubicReg> und
<QuartReg>

Aufgabe: Fuhre mit den (urspringlichen) Zahlen des obigen Beispiels logarithmische,
Exponential- und Potenz-Regression durch und notiere die Ergebnisse

a; = dpp = Aex = Apo =
bi = bio = Dex = bpo =
Mi = Mo = Fex = Fpo =

Welches Regressionsmodell hat die absolut grosste Korrelation?
Notiere die bestangepasste dieser Funktionsgleichungen

y =f(x) =
Gib ebenso die bestapproximierenden Polynome an
y =Pz (x)=
y =Ps(x)=
y =P4(x)=

Welches davon ist das beste? Erklarung!
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Aufgaben zu Teil 3
Nr. 1:

Bei der adiabatischen Kompression eines fast idealen Gases werden Druck und
Temperatur in einer Messreihe wie folgt ermittelt:

Druck p (x-Werte, in bar) 0.78 1.52 314 456 7.18 9.64

Temperatur T (y-Werte, in°K) 269 350 465 539 644 723
Bestimme die Parameter a, b und die Korrelation r fur lineare, logarithmische,
exponentielle und Potenz-Regression.

T=a*p+b T=a+b*Inp T=a*b® T=a*p’

a; = aip = Qex = Apo =
b = bio = Dex = bpo =
ni = Mo = Fex = Mpo =

(siehe oben)
Welches ist das Modell mit der am nachsten bei 1 liegenden Korrelation?
Notiere die Funktionsgleichung der am besten angepassten Funktion.

T =1(p) =
Fir ein ideales Gas gilt die Beziehung: T* = const * p*' (DMK/DPK Formeln und Tafeln,
p. 154)
Bestimme « (Kappa) aus der obigen Funktionsgleichung; um welches Gas kdnnte es sich
handeln ? (Formelsammlung S. 173)

Nr. 2:

Der radioaktive Zerfall von Radium 224 erfolgt exponentiell. Eine Messung ergibt die
folgenden Werte:
Zeit t (in Tagen) 0.322 1.184 2321 3.165 5.430
Masse m (in Gramm) 2.133 1.811 1.457 1.242 0.808

Bestimme die zugehdrige Exponentialfunktion, die die Messfehler ausgleicht, durch
exponentielle Regression. Notiere die Parameter a, b und die Korrelation r.

a-= a =
b= b =
r= r=

Berechne weiter die Werte Iny; und fuhre fur die Punkte (xi/Iny;) eine lineare
Regression durch; Vergleiche die Parameter a’, b’, r mit den zuerst gefundenen.

Losungen

1. T=a*p’= a*p® mit a=296.7 und b =0.3931, r=0.9999993 und
k =1/(1-b) = 1.648 (Argon)

2. m=a*b' mit a=2267 b =0.8269 r=-0.9999988
Inm=a"*t+b mit a=-0.19006 b'=0.81846 r'=-0.9999988
Der Vergleich liefert a= ¢’ b=e¢e? r=r
Das Vorzeichen von r ist durch die Steigung der Regressionsgeraden gegeben;
diese fallt.
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